Ejercicios de Analisis Matematico
Derivadas 1 - Soluciones

Los ejercicios primero y segundo los habéis hecho casi tpdoso que no tiene interés poner
sus soluciones. Quizas comentar algun fallo extrafio, gongp, hay quien en la regla de la cadena
interpreta quef’(g(x)) es el producto dg”’ por g(x). Fallos de este tipo, son basicos. Quien los tiene
no sabe lo que es evaluar una funcién y es imposible que puéetader nada de nada. Otro fallo, mas
anecdotico, consiste en afirmar que el area de un circdlo €5

Ejercicio 3. Calcula las derivadas primera y segunda de la fungiarR — R dada por:

f(x):{ x“sen%, X#0

0, x=0

¢, Qué puedes decir de la derivada tercera?

Solucion. Como las funciones senoy — 1/x tienen derivadas de todos érdenesken {0}, su
composiciénx — ser(1/x) también es indefinidamente derivablelen {0}. Por tanto, la funciory’

es indefinidamente derivable B\ {0} y, en dicho conjunto, sus derivadas sucesivas se puedertaralc
con las reglas usuales de derivacion. Claramente,-e® no pueden aplicarse dichas reglas y hay que
estudiar directamente la derivabilidad en dicho punto.

Teniendo en cuenta lo dicho, resulta que para valoges es 1/ (x) =4x3 ser(1/x) —x2 coq1/x).
Para estudiar la derivabilidad dé en x = 0 podemos hacerlo aplicando la definicion de derivada.
Tenemos que:

Jx) - 1)

x—0 N

Como Im x* sen(1/x) = 0 por ser producto de una funcién acotada por otra que tierie ldobte-
nemosxai?e:

x?sen(1/x)

i S = SO _
x—0 x—0
Hemos probado asi quées derivable efi con /7 (0) = 0.

0

También podemos hacerlo aplicando una consecuencia candel teorema del valor medio, la
gue dice que si es una funciértontinuaen un intervalo/, ¢ es un punto dd, y sabemos qu¢ es
derivable en/ \ {a} y que existdim f’(x) = L €R, entonces se verifica qyées derivable em y la

xX—a

derivada def es continua em, es decir,/'(a) = L. En nuestro caso, la funciéfidel enunciado esta
definida en un intervald = R, por supuesto es continua &\ {0} y, como lrr}) f(x) =0 (por ser
X—>

producto de una funcién acotada por otra que tiene lif)itg f(0) = 0, se sigue qug’ es continua
enR. Como sabemos que es derivabldReR {0} y se verifica queim0 f(x) =0 (por ser suma de de
xX—>

funciones acotadas multiplicadas por otras que tienetd{ijiideducimos qug’ también es derivable
en0y f/(0) =0y, de propina, resulta ademas gfiees continua en.

Estudiaremos ahora la derivada segunda. Raga 0 tenemos quef ”(x) = 12x2sen(1/x) —
6x coq1/x) — ser(1/x). Para estudiar la derivabilidad g€ en0 formamos el cociente incremen-
tal:

S'(x) = /(0
x—0
Como in}) (4x2 sen(l/x) — xcos(l/x)) = 0 (por la misma razén de siempre: suma de funciones
xX—

= 4x?ser(1/x) — x cog1/x)

acotadas multiplicadas por otras que tienen ligjteesulta que:

i 110 = 1O _

x—>0 x—0

0
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Ejercicios de Analisis Matematico 2

Hemos probado asi qu€’ es derivable efl con f”(0) = 0.
Finalmente, comoimz) (12x2 ser(1/x) — 6x cog1/x)) = 0 (ya debes saber por qué), y la funcién

ser(1/x) no tiene limite erD, se sigue que no existe el limite érde /' (x) (porque sefl/x) =
f"(x) — 12x%2sen(1/x) + 6x cog1/x)). Por tantof " es discontinua ef (tiene una discontinuidad
esencial er®). Una funcién que no es continua en un punto tampoco es deewabdticho puntopor
tanto la derivada tercera dé no existe enx = 0. Parax # 0 la derivada tercera se calcula como
de costumbre haciendo usos de las reglas usuales de démivgial que antes lo hemos hecho para
calcular las derivadas primera y segunda. ©

Comentarios.Un fallo muy extendido consiste en afirmar que como una funestcontinua también es
derivable. Eso es falso, cualquier funcion continua cugdica tenga puntos angulosos no es derivable

en dichos puntos. La funcidfi(x) = |x| es el ejemplo mas elemental de funcion continu®Regue
1000

no es derivable efi. La funcién f(x) = Z |x — k| es continua y no es derivable en ninguno de los
k=1
puntosk = 1,2,...,1000. Hay funciones continuas que no son derivables en ningitoganonque
€s0s monstruos no te los vas a encontrar sueltos por la.catkx) que todo esto lo he dicho en clase
y, por supuesto, esta escrito en el libro de Calculo difeaténkco que si se cumple es que si una
funcién es derivable en un punto entonces también es cargimdicho punto. Por tantderivabilidad
implica continuidad pero continuidad no implica derivabilidad. Todo esto viene a cuento de que
muchos afirmais f* es continua y derivable” of'’ es continua y derivable”, sin haber estudiado antes
la derivabilidad def o de /', dando a entender que la derivabilidad es consecuenciadatiauidad.
Eso es un error importante que debéis corregir.

En matematicas se dan definiciones y después se obtiendtadesugue permiten olvidarse un
poco de las definiciones iniciales; por ejemplo, nadie aphcdefiniciéon de derivada para estudiar la
derivabilidad de una funcién polinémica o racional, portag resultados que garantizan que dichas
funciones son derivables en su dominio natural de definidi@no cuando no podemos aplicar un
resultado para derivar una funcion en un punto, entoncesapartas remedio, ni otro camino, que
aplicar la definicién de derivada. Esa es la Unica forma deutal la derivada segunda éren este
ejercicio.

Afirmaciones como “la derivada tercera no existe” no soneaas, lo correcto es decir que “la
derivada tercera no existe éh

Ejercicio 4. Sea f :[2,4] — R definida porf(x) = x*. Justifica quef es una biyeccién sobre su
imagen[4, 4*] y que su funcion inversg ! es derivable. Calculef~—1)'(27).

Solucion. Lo razonable es usar el teorema de derivacion de la inveisho@eorema afirma que si
f: I — R es una funcion derivable en un intervdiacon f/(x) # 0 para todax € I, entonces se
verifica quef es una biyeccion dé sobre el intervald/ = (1) y la funcion inversaf = : J — R
es derivable ed, siendo paratodoe J:

—1y/ 1
VO= )
En nuestro caso la funcién g4x) = x* = e°'°9* definida en/ = [2,4]. La funcién / es derivable
por ser composicion de funciones derivables y su derivagtsevilada poy”’(x) = €*'°9% (1 + log x).
Claramente, para tode € [2,4] es f/(x) > 0. El resultado antes citado nos dice gfiees una
biyeccion sobreJ = £([2,4]) = [f(2), f(4)] = [4, 4*] (donde hemos usado que, por ser la derivada
positiva, / es estrictamente creciente[@n4]). Ademas, la funcién inversa dées derivable e y:

1 1 1

—1y7 _ —1\7/23\ __ _ —
(fen=U")e)= 733 f7(3) 27(1 + log3)

©

Comentarios.El peor error que hay en este ejercicio es confundir la funiciéersaf —! con la funcién
1/f. Quien hace eso comete un fallo basico y es imposible querglitinada de nada. Es como si dice
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que la funcion inversa de3 es1/x* en vez dei/x o que la inversa de la tangente es la cotangente
y disparates parecidos. Quien ha tenido ese error afirmamelg o' (x) = x~*, el ejercicio no le ha
valido nada, lo he calificado directamente confutday errores que no se permiten y ese es uno de
ellos.

Hay quienes afirman qug¢ es inyectiva sin tener en cuenta dénde esta definida. Ladnti
tiene como dominio natural de definici®™. EnR* la funcion no es monétona y no es inyectiva.
Su derivada es negativa éh 1/ € y positiva en]1/ e, +oo[. En 1/ e la funcion alcanza un minimo
absoluto eR*. Todos los valores en el intervdln 7(1/ €)[ los toma en dos puntos distintos.

Algunos se remontan al teorema de Bolzano para probar l@weattividad def. No es preciso.
Cada cosa en su momento. El teorema citado arriba se apay@aesta, en el teorema de Bolzano, y
como en el enunciado se pide justificar que la inversa esatdedebemos usar dicho teorema que nos
proporcionatodo lo que necesitamos.

Algunos confunden el “teorema del valor medio” con el “tenaedel valor intermedio”. Fallos
basicos muy graves: no saber lo que es una funcién inyectigasgber lo que es una funcion.

Ejercicio 5. Calcula la recta tangente a la circunferencia+ y? = 1 en un punto(a, v'1 —a?) y
comprueba que dicha recta corta a la circunferencia en @wo {ointo.

Solucién.La circunferencia esta formada por dos gréficas, la de ladant(x) = v'1 — x2 (la parte
superior de la circunferencia) y la de la funcigfx) = —+/1 — x2 (la parte inferior), ambas funciones
definidas ef—1, 1]. Como el punto que nos dan esta en la parte superior considsria funcion
f(x) =+/1—x2. Latangente en un punfa, f(«)) es larecta de ecuacign— f(a) = f’(a)(x — a).
En nuestro caso:

y—\/l—012=—\/%(x—a) = ypVl-a?—1+d’=—ax+ad* <= ax+V1—-aty=1
—a

Observa que la funciérf no es derivable er-1 ni en 1, por lo que en el calculo anterior debemos
considerar que # +1. La interseccion de la recta tangente con la circunferesgcadbtiene resolviendo
respecto a las variablase y el sistema de ecuaciones:

_l—ax 1 —ax
ax+Vi—ay=1\_ "~ Ve )Tt L y=v1-a
x2+yr=1 ) (1 —ax)? X=a

S =1 (x—a)?=0

©

Comentarios. Equivocaciones al derivar. Considerar innecesariamestdds graficas que forman la
circunferencia. Pero lo peor es el uso de notaciones dispsque llevan al error de forma segura.

X
Me refiero a quienes escribefi(x) = ——— y la recta tangente la escriben como:
V1 —x2
fla)=—=(x—a)
y—Jla)=—kx—a
V1 —x2

Eso no es la ecuacion de unarecta. Otros “derivan implieitéei la ecuacién? + y? =1 para obtener
que2x + 2yy’ =0, de donde resulta qu& = —x/y, por lo que la ecuacion de la recta tangente sera:

y—yla)= —f(x —a)
y

En esta disparatada notacion la letsd tiene dos significados diferentes: es la variable de la@éna

que representa la recta tangente y es la primera coordepadaplinto genérico de la circunferencia.
Lo mismo puede decirse de la letra™ Ninguno de los que ha usado esta notacidn ha hecho bien este
ejercicio (ni el siguiente). Yo he insistido en clase en lpamancia de usar una buena notacion para el
punto de la curva en el que estamos calculando la tangentec@@o si nada.
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Otro fallo es el siguiente. Lee con atencion a ver si lo desmib/amos a calcular la tangente en
un punto de la parte inferior de la circunferencia. Sea astéogu, v). Debemos considerar la funcién

g(x) = —+/1 — x2. La ecuacion de la recta tangente sera:
u

V1 —u?

donde hemos usado quél — u2 = v/v2 = v. Pero puedes comprobar que la recta obtenida no es, ni

mucho menos, tangente a la circunferencia. jEsa funciarcuaidrada. . . !

2 2

y—gw)=g'w)(x—u) <= y—v= (x—u):%(x—u) = yuv—Xxu=v-—u

2 2
L . X .
Ejercicio 6. Calcula un punto de la elipse de ecuac+4en+ Y _1tal gue la tangente en dicho punto

9
a la elipse pase por el puntd, 4).

Solucion.Sea(u, v) un punto genérico de la elipse. Se veriﬁcaré\(%fus,L % =1, 0 sea9u?+4v2=36.
Calculemos la tangente a la elipse en dicho punto. Si usaamm=iiacion de la elipse para expresar la
ordenada como funcion de la abscisaobtendremos dos funciones, definidas en el interjva0?2],
correspondientes a la parte superior e inferior de la elpisg es una de estas funciones se verificara
la identidad:

X2 p(x)?
- =1
4 + 9
Derivando esta identidad se obtiene:
2 ! 9
X L2000 Ly = -

2 9 _4q0(x)

En un puntqu, v) se tiene que = ¢(u) (habra que elegir la funcién apropiada dependiendo de que
esté en la parte superior o en la parte inferior de la elif¥®)tanto, la ecuacion de la recta tangente
seré:

9
Y—(u) =0 () (x—11) > y—v=—4—”(x—u) = Jux +dvy=9u’ 4402 =36 e X 1 ¥
v

9
4/@)

La ventaja de representar asi la recta tangente es que dighei@n sentido cualquiera sea el punto
(u,v) de la elipse y no depende de la funcipnObserva que st = 2 entoncesy(x) = 0 por lo que
@ no es derivable ew = £2. Los puntos correspondientes de la elipse &0, 0) en los cuales la
tangente es una recta vertical que no puede representdeséoemay — ¢(u) = ¢’ (u)(x — u), pero
que si puede escribirse cor#d + % = 1 haciendow = 0y u = 42 con lo que se obtienen las rectas
x = +£2.

Sea como sea, una vez obtenida la recta tangente (que npdiegeé hacerse como yo lo he hecho
sino que pueden considerarse por separado cada caso,uosasi al final), se trata de calcular v)
por la condicion de que dicha recta pase por el p(2ité). Por tanto impondremos que el puiifo4)
esté en la tangente, es decir, debe verificarse que:
2u  4v

T+?=1<:>9u+8v=18
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Los puntos de la elipse buscados deben verificar las eclgscion

u=2-— ﬁ 8v
9u + 8v =18 T u=2-- (u,v) = (2,0)
ou +4v2 =36 [ sv\2 |, — w,v) = (55 12
I2—5 ) 4" =36 2502 - 720 =0 ;
Puede comprobarse ahora que dichos puntos efectivamédnteseda elipse. ©

Comentarios. Fallos elementales al derivar. Mala notacion que lleva duwathr unas variables con
otras. Fallos elementales de calculo por no simplificar.

Hagamos el ejercicio considerando las dos posibilidadedeeir, las funciones cuyas graficas son
la parte superior e inferior de la elipse. Ponganfs) = %\/4 —x2,g(x) = —%\/4 — x2. Ambas
funciones definidas en el intervale2,2]. La tangente en un punto de la forma %\/1 —a?) =
(a, f(a)) (en la parte superior) viene dada gor f(a) = f'(a)(x — a), es decir:

3 —3a
y—=Vd—a?=——(x—a) & 2V4—a?y+3ax=12
2 24 — a2

La tangente en un punto de la formia 5> v'1 — a?) = (a. g(a)) (en la parte inferior) viene dada por
vy —g(a) = g'(a)(x —a), es decir:

3 — 3
y+3 4_"2:27\/46! —(x—a) & —2V4—ay +3ax = 12
—da

Observa que, representando farb) el punto de la elipseb(= :l:%\/l — a?), en ambos casos la ecua-
cion puede escribirse comax + %by =12, es decirf + %y = 1. La misma obtenida anteriormente.

En el ejercicio 7 se trataba de calcular unas derivadas.t@das lo hacéis bien. Hay fallos en la
derivacién de la funcior + sert x)3'9* pero son por pereza, por no tomar logaritmos y derivar como
esta mandado. Casi nadie simplifica las derivadas. La dkerida la funcion arctg + arctg1/x) es
cero. Sin embargo dicha funcién no es contanteyenl valer/2y enx = —1 vale—x/2. ¢ Sabes
explicar lo que pasa? También hay algunos fallos basicos cpon ejemplo se(sert x) = ser x.

En general, muchos usais notaciones disparatadas quesstéasirven para confundir los concep-
tos. Hariais bien en no usarlas y seguir las notaciones gueassen clase. Expresiones copfid *) o
“valor por la derecha d¢ en1”, evaluar funciones en infinito €°, arc tg+o00), 0 escribir cosas como
1/0t 017/07" y otras sutilezas no sé donde podéis haberlas aprendidoe No thatematico, desde
luego. Los matematicos, lamentablemente, no sabemos radagla numérica. Eso se queda para los
aficionados al esoterismo y las ciencias ocultas.
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